Sonja Kovalevsky-dagarna Malmo universitet 2021

Matematiktavling

Tank pa att vara noggranna med att motivera era I6sningar.
Skrivtid: 15.30-17.30. Inga hjdlpmedel ar tillatna.
Vinnanade grupper: nr 1 och nr 12.

1. Primtalsfaktoriseringen av 2021 bestar av tva pa varandra i storleksordning féljande primtal. Nar
intraffar detta igen? Dvs vilket dr minsta heltal, som fortfarande ar storre an 2021, vars
primtalsfaktorisering bestar av tva pa varandra i storleksordning féljande primtal? (3)

Losning: Forst primtalsfaktoriserar vi 2021 = 43 - 47. Alla tal som konstrueras pa detta satt kan

storleksordnas i samma ordning som storleken pa exempelvis det ldgsta primtalet. S& nasta tal i
foljden maste vara 47 - 53 = 2491

2. Du har tillgdng till 10 smé& rektanglar med matten 1x 2 ldngdenheter. Av dessa smé rektanglar ska
en stor rektangel med matten 2x10 konstrueras. P4 hur manga satt dr detta mojligt? Tva olika satt
finns visat i figuren nedan. (4)

Losning: De horisontellt orienterade rektanglarna dyker alltid upp i par. Antal konfigurationer for:

0 horisontella: 1 st.

9

2 horisontella: 1 =9st.
8

4 horisontella: 5 = 28st.
7

6 horisontella: 3 = 35st.
6

8 horisontella: A =15st.

10 horisontella: 1 st.

Summerar vi dessa antal far vi totalt 89 st stora rektanglar.
Detta kanske kdnns igen som ett Fibonaccital och det gar ocksa att I6sa detta problem genom att visa
att antalet stora rektanglar alltid kommer att vara Fibonaccital.
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3. Bestam arean av det skuggade omradet i figuren nedan. Talen i figuren representerar arean for
respektive triangel.

A E B

EP| 2
Losning: Kalla skarningspunkten inne i rektangeln for P. Det galler att u = 3 Eftersom

[PD|

~EPB ~ACDP ger forhallandet mellan langd- och areaskala att (triangelareor betecknas

@ = 4 vilket betyder att T(aCPD) =4,5. Foljaktligen blir den efterfragade
T(aCPD) 9

arean 5,5 areaenheter.

med T)

4. Tre vanner blir slumpvist tilldelade en hatt var, som antingen ar svart eller vit. For samtliga galler
att de kan se fargen pa de andras hattar, men inte pa sin egen. Nu ska de, pa samma gang, gissa
fargen pa sin egen hatt. Antingen sager man en farg eller sa sdger man ”pass”. Om minst en avdem
gissar ratt pa sin farg och ingen gissar fel, vinner vannerna omgangen. Om alla sdger "pass” eller
nagon gissar fel, forlorar de.

(a) Finn en strategi sa att sannolikheten for att vannerna ska vinna en omgang ar 75%. (2)

(b) Antag nu att vannerna ar flera, och udda till antalet. Visa att det alltid finns en strategi sa att
sannolikheten for vinst dverskrider 50%. (3)

Losning:
(a) Om man ser tva hattar av samma farg ska man sdga den motsatta fargen, och om man ser tva
hattar av olika farg ska man passa. Sannolikheten for att vinna blir da 75%.

(b) Antalet hattar ar 2k+1. Om du ser k hattar av varje sort, sag pass. Om du ser k+1 hattar med ena
fargen sdg den andra. Om du ser k+2 hattar av en farg, sdg pass. Generellt: Om du ser k+n hattar
sager du pass om n ar jamnt och den andra fargen om n ar udda. Enda undantaget 4r om k ar ett
jamnt tal och du ser 2k hattar av samma farg, da du ska sdga den fargen.

Pa detta vis klarar vi av alla fall dar det finns k+1, k+3,...,2k(+1) (beroende pa om k &r udda eller inte)
hattar av en farg bland vannerna, och ur rad nr 2k+1 i Pascals triangel (se nedan ex da k=4, da vi med
var metod klarar de rodfargade fallen) kan vi utlasa att dessa fall ar mer &n hélften av alla moijliga
fall, dvs sannolikheten kommer att 6verskrida 50%.

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
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1 + 1
2019:2020 2020-2021

(3)

5. Bestdm summan — + — + — + - +
12 23 34

1

. 1 ..
Losning: Eftersom ———— = — ——— blir vart uttryck ovan
nn+l) n n+1

11 11111 1 1 1 1 1

e T e T + - + -

1 2 2 3 3 4 4 2019 2019 2020 2020 2021

och vi ser att alla termer slacks ut utom den forsta och den sista, sa svaret ar 1—L = @ .
2021 2021

6. Ett monster av cirklar fyller hela det tvadimensionella planet. Nedanstdende figur visar monstrets
princip. Berakna ett uttryck for areaandelen av planet som inte ryms inom nagon cirkel, dvs andelen
som hamnar i det vita omradet mellan cirklar. Férenkla uttrycket sa langt som mojligt. (4)

Losning: Bilda liksidiga trianglar med horn i cirklarnas mittpunkter. Dessa bildar ett mdnster som
fyller planet, sa andelen bla area i en sadan triangel ar ocksa andelen bla area i planet. En sadan

triangel har arean d? ?, dér d ar cirklarnas diameter (anvand ex Pythagoras sats for att finna

o - . d?1 o . .
hojden). Bla area i triangeln motsvarar en halv fylld cirkel dvs arean T Andel bla area i planet ar

T T
alltsd —=. D3 dr andelenvitareal — —
saZ\/§ 3 ar andele ea e
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7. Pa en vanlig 6-sidig tarning bildas summan 7 av alla parvis motstaende sidor. Lat en 2-kub bildas av
vanliga tarningar som laggs ihop till en kub, dar kubens hojd &r tva tarningar. (7)

Vanlig tarning 2-kub 3-kub

a)
b)
c)
d)

e)
f)

g)

Berdkna den minsta summan fér alla tarningssidor som ar synliga pa en 2-kubs utsida.
Berakna den minsta summan fér alla tarningssidor som ar synliga pa en 3-kubs utsida.
Berdakna den minsta summan for alla tarningssidor som ar synliga pa en n-kubs utsida

(Har &r n ett heltal storre &n 2).

Berdkna bidraget per tarning i fall a) och b). Tarningar i kubens inre som inte bidrar till
summan skall ocksa rdknas med i antalet tarningar.

Berdkna bidraget till den minsta summan per tarning da N — co.

Motivera varfor gransvardet for den stérsta summan da N — comaste ha samma varde som
for den minsta summan.

Berdkna nu istdllet bidraget till den minsta summan per yttarning, dvs de som inte ar dolda i
kubens inre, da N — 0.

Losning:

a)
b)

c)

d)
e)
f)

Vand sidorna 1,2,3 utat for varje tarning, summa 48

Hantera de 8 tarningarna i hérnen som i forra uppgiften. 6 tarningar visar bara en sida, dar
valjer vi sidan 1. 12 tarningar visar 2 sidor, vélj 1 och 2. Summa 90.

De 8 tarningarna i hornen bidrar med 48. Kubens 12 kanter har vardera (n — 2) tarningar
som visar tva sidor, vilket ger 12(n — 2)(1 + 2). P4 kubens 6 sidor finns vardera (n — 2)?
tarningar som visar en sida, vilket ger 6(n — 2)2. Summa 48 + 36(n — 2) + 6(n — 2)2.

=2 = 6 for 2-kub och — = = for 3-kub

lim 48+36(n—2§+6(n—2)2 _

n—oo n

Utan rakningar sa kan vi konstatera att det nya problemet motsvarar att byta ut
konstanterna 48, 36 och 6 till stérre varden, men gransvardet blir anda noll. Ett intuitivt satt

0 (visas ex. genom att bryta ut n3 i tiljaren)

att forsta detta ar att kuben kommer att besta av mestadels av tarningar i kuben inre som
inte bidrar till summan, oavsett om man dnskar stor eller liten summa.

. 48+36(n—2)+6(n-2)2
lim (n-2)+6(n-2)
n—oo 8+12(n—2)+6(n—2)2
forsta detta ar att ytorna mestadels kommer att besta av tarningar som endast visar en sida.

=1 Visas genom att ex férkorta med (n — 2)2. Ett intuitivt satt att

Lycka till!



